MateCard

TODAS LAS FORMULAS MATEMATICAS

el

Castellnou

EDITORIAL




I e ¢ ¢ i

MateCard

iy
Castelinou



Areas y volumenes

Cuadrado Triangulo
1
A= A=—-B-h
2
B
Rectangulo Romboide
Rombo Trapecio
1 B+b h
2 2
Poligono regular Circulo
A= P.a A = zR?
2 L = 2=R

Corona circular
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Cubo Cilindro
: | A=61 A = 2nR(h + R}
T Vel V=R h
Ortoedro Cono
A = 2(ab + ac + bec) =nR. (g +R)
1
V = abc =—nR*.h
3

Prisma recto

A=P(h+3)

1

V=A-h

<

Tronco de cono

==nlg(R+r) + R + 1]

Il

1
?wh(FP + r* + Rr)

Tetraedro regufar

A=1V3
3.
V:l A

12

Esfera
A = 4zR?
4
V = — nR*
3

Cli=led =

Octaedro regular

A=2RVT
P vz
3

V=

Huso - Cuiia esférica

4mR?

L2y
360
4 TR

=—.+.——.n
3 360

Piramide recta

Casquete esférico

1
A=?P-[a+a’] A=2zmR-h
v=tan velangrom | 4
R B Sl
Tronco de pirdmide 2Zona esférica e
T |
A=—(P+P)-a+ A=2mRh
z P+ e " 5D
+ Ay + Ay \ s )
1 =h v
Ve gh( A+ | V=T rar ) | R
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A, = area base

a = apotema

h = altura

g = generatriz

P = perimetro
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Conjuntos de numeros

NcZcQcRcC (naturales, enteros, racionales, reales, complejos)
TerRel
Minimo comuan mdltiplo (m.c.m.) = producto de factores comunes y no comunes

con el mayor exponente.

Maximo comuin divisor (m.c.d.) = producto de factores comunes con el menor
exponente.
Intervalos:
cerrado abierto
J—w.p] (a.b) le.d[ le. +of
<« t 1 ; t >
p 2 b c d e
x<p ag<xxb c<x<d x2e
| —a si a<o0
Valor absaluto: la| = .
a si azo0

Fracciones generatrices:

Todo decimal periédico es un nimero racional y su valor, segun los casos, es:

limitado periodico puro periddico mixto
abc — abc—a —  abcd — ab
'be = — 'be = —— abed = ——
i 100 gibc 99 990

Potencias de exponente natural: a=a-a- ... ca
1
entero: a" = —
2
fraccionario: = Vb
Propiedades: 1) a.a”=a"" 3) (@)~ =a" S)* (W b)="rar7/ b

2 at/am=atem ), AL (el b)A==ah UG R Eal—x1

Raiz enésima: vVa=r o r=a; n indice ; a radicando
si n impar — r es Gnica

si n par —|para a > 0, existen dos raices (= r)
para a < 0. no tiene

Propiedades:

) Vab=va-vBE 3 (Var =va 5 V@=va

2 Va/b=va/vE 4 V?/i:"?s 6) &= Va’

_a- S 2) c _cVa— VB
Ty Va+Jvb T a—b

Racionalizacion: 1)

Ecuacion de 22 grado

—b = Vb? —dac |
Definicion: ax*+bx+c¢c=0 [ X = 2 i
! a
. -
Discriminante: A =b”—4ac: si A >0 2 soluciones reales distintas

A =0 1 solucién real (doble)
A <0 2 soluciones complejas (conjugadas)

—b/2 + v (b/2)* — ac

a

formula simplificada si b es par:  x =

suma y producto de soluciones:

w
I

X +x, = —b/a
= x*=Sx+P=0
P=x -+ x=c/a



Funciones polinémicas

Funcién constante (grado cero): F(x) =k
grafica: recta paralela eje x, por el punto (0, k).

Funcion lineal (grado uno): F(x) =ax + b
grafica: recta que pasa por (0. b) y de pendiente a.
Funcién cuadratica (grado dos): F(x) =ax’ +bx + ¢
—b 4dac —b?
gréfica: paradbola de vértice (— —)
2a 4a

Polinomios

grad R(x) < grad d(x)

Definicién: P(X) = @, X" + 8ar - x™' 4+ L + x4+ ax 4+ a
Grado: mayor exponente de las x
DIVISION: D d(x
G [0 2 g - e(x) + Rix}
R(x) c(x)

D(x) es divisible por d{x)
R(x) =0 E= D(x) es maltiplo de d(x)
d(x) es un divisor de D(x)
Raiz o cero de P(x): 2 es una raiz si P(a) =0
Raices enteras: siempre son divisores del término 2.
TEOREMA DEL RESTO: El resto de dividir P(x) por (x — a) es P(a).
P(x} = (x—a) -Q(x) + R = P(a) =R

consecuencia: si P(a) = 0 entonces P(x) es divisible por (x — a).

Regla de Ruffini:

an Anot Anz e 8 2, « Dividendo
l + + + +
Divisor (x —a) — a aca, a-boy. a-b, a-b
lav=br 7 bt 7 bur oo 7 b 7 b
—_—
Cociente Resto
Factorizacion de P(x): P(xX) =an- (x —x) + (X = X) + ...y (x — Xa)

con x, raices de P(x).

Combinatoria

Los elementos Grupos 2 Namero de
s Identificacion
se repiten ordenados grupos
K m!
Variaciones No (n<m) Si Voai ——
(m —n)!
Permutaciones No (n=m) Si Pa m!
m m!
Combinaciones No (n<m) No Crn = ( ) —_———
n n!{m —n)!
Variaciones con : n
repeticién Pueden Si VR..» m
Permutaciones . ’ (ptqg+n!
con repeticion S 5 PRe.or plglr!
TRIANGULO DE TARTAGLIA:
0 . .
0) =1 Propiedades:

~— ' ~——— ~—
]
©
~
@
N
]
w
~—~
w W
<~
l
A~ A~



FORMULA DE NEWTON. Potencia de un binomio

(x +a)" = (n) X" .8+ (n) X' ead (n) Xeat 4+ + (n) x° 2
0 i 2 n

Para (x — a)". los términos correspondientes

n
; . K, anek
a potencias impares de a, son negativos. ‘ Término general: (k) X

Férmulas notables:

(x +=2a)?=x"+ 2xa + a’ (x += a)° = x* = 3x%a + 3xa? + a°
(x +a)(x—a) =x*—a (a+ b+ c)?=a’+ b*+ ¢* + 2ab + 2ac + 2bc
Aplicaciones
Definicién: f: A — 8 es una aplicacion si a todo elemento a € A,
a— fa)=b le corresponde un Unico b € B.
a = original ¢ antiimagen; b = imagen; A = dominio; f(A) = recorrido
Inyectiva: si f(a)) = f(a;) = a = a, (elementos distintos tienen imagenes distintas)

Exhaustiva: todo b€B tiene por lo menos una antiimagen. (f(A) = B)
Biyectiva: inyectiva + exhaustiva

Namero de aplicaciones entre A y B:

n = n° elementos de A ¥ 3 - :
Inyectivas Exhaustivas Biyectivas | Cualesquiera
m = n.° elementos de B

Vo BB P VRa.n
(p+g+r=n)| (m=n)

Estructuras algebraicas

Sea € un conjunto y +, - dos operaciones en C.
Grupo:  (C, +) si la operacion cumple asociativa, neutro y simétrico.
Grupo abeliano: Grupo + conmutativa.

Cuerpo: (C, +. -) si (C. +) grupo abeliano

(C—tol ) grupo

el . es distributivo respecto la +
Anillo:  (C, +. +) si (C. +) grupo abeliano

el - es asociativo

el - es distributivo respecto la +

Espacio vectorial sobre R:

(E. +. %) =i (E. +) grupo abeliano
(a + )%V =(a*V) + (B*V)
a% (V+T = (a%V) + (a*D) VYEE
a* (V) = (a-B)*V a.feR
1#V =V * operacidon externa

Probabilidad

Definicién: conjunto de resultados Q= { X, X5 ... X |
p:Q — [0.1] con Ep(x) =1
Suceso: esunTc 0 p(T) = Ip(x) paralos x, €T.
Propiedades: p(Q) =1
p(2) =0 .
p(T U S) =p(T) + p(S) cuando TN S = & {incompatibles)
Suceso contrario: T=0Q—T:; p(T) =1—p(T
Regla de Laplace: p(7) = M si los resultados son equiprobables.
casos posibles
Regla de la suma: p(T U S) =p(T) +p(8) —p(TNS)
Sucesas independientes: p(T N S) = p(T) - p(S)
p(TNsS)
p(8)
p(S) - p(1/S)
p(S) + p(T/S) + ... + p(Sa) - p(T/Sa)

Probabilidad condici da: p(7/S) =

Teorema de Bayes: p(S./T) =




Progresiones

ARITMETICA: |término general a.=d-n+b {d = diferencia)
propiedad a,=a.+d-(n—k)
. . a + a.
suma de n términos S, = 3
si n es impar S.=a-n (3. = término central)
GEOMEYRICA: | término general an=2a-r (r = razon)
Casos r >t creciente

0 <r <1 decreciente
r < 0 alternada

propiedad

suma de n términos

1l

suma decreciente S
producto de n términos P, =  (a; - a.)"
si n es impar P, = (a)" (a. = término central)
Interés simple; C.=C-(1+n-1) con C,. = capital final
Interés compuesto: C, = C - (1 +r)" C = capital inicial
r = interés (tanto por uno)
Anualidgades: Capitalizacion Amortizacion
1 C.r (o} oo (i
. A=
A+l +r°—1] (G5 9
Definicién: S: N — R con S(n) = a, término general.
Creciente: si a < a ., Decreciente: si a = a.,

Monétona: si es creciente o decreciente.

superiormente: si a, < M. Vi (M = cota superior)
Acatada = -7 B °
T~ inferiormente: si m <a. Vi (m = cota inferior)
LIMITE: LER es el limite de {a, | si dado ¢ > 0 existe un cierto a, de la sucesion,
tal que todos los términos posteriores, a, (con g > p) cumplan ja,—L| < e
Se indica por lim la,| = L.

Convergente: si tiene limite;  entonces: L es unico y | a. | es acotada.

Propiedad: si !a.! es acotada y mondtona = {3, ! es convergente
Clasificacian:  Convergente acotada con limite
Oscilantes: acotada sin limite

Divergentes:  no acotada (lim fa, | = %e)

0
Limites indeterminados: —; = — w: —; i~
oo [

Nomero e: lim (1 + &))" = e = 2718281... siendo lim a, = 0.

Geometria del plano

VECTORES DEL PLANO:

Definicién: v = (vi. vi), con vi. v, € R.

Representacion: el vector v puede representarse por cualquier par de puntos del
plano. A = (a. a,) origen y B = (by, b)) extremo, que cumplan:

b —a = v b, —a, = v,
Operaciones: suma, (vio va) + (1, B) = (Vi + i vo + 15}
producto por un numero. h- (vi.va) = (hvi, hvy)

Vectores paralelos: cuando sus componentes son proporcionales
V//T & victh=w- -t & V=h.1

Combinacién lineal: Sesc.l.devytfsi s=h.v+k-t; h keR

Base de vectores: v y f forman una base, si cualquier vector del plano se puede expre-
sar como ¢. |. de ellos. En el plano, es suficiente que V y t no sean paralelos.

6



ECUACIONES DE UNA RECTA:

1. Vectorial:  (x.y) = (pi.ps) +h (v, vo) P = (p.p:) punto de posicién
2 Paramétrica: | x =pi+ h - v,
y=pz+h-wv V = (vi.v2) vector director
3. Cartesiana (Continua): i: bl §
v Ve Vi @ p )
. m=— = ——— pendiente
4. Punto-pendiente: y —p,=m: (x — ) vy q — p

y—p:  X—p

5. Dados 2 punios: =
9 =Pz G- P

0 = (q:.:) punto de paso

a0 nto corte eje OX
6. Segmentaria: X + M 1 [( ) pu ! l
a b l(ﬂ,b] punto corte eje OY
7. Implicita: Ax + By + C =10 v = {—8,A) vector director
" A
8. Explicita: y=mx + b m= — 5 pendiente

9. Recta paralela al eje OX. y =b
Recta paralela al eje OY- x = a

por el punto M (a. b)

PENDIENTE DE UNA RECTA

Mide la inclinacién de la recta. Es la tangente del angulo que forma la recta con el eje
horizontal en su sentido positivo.

Si m =0, recta paralela al eje horizontal
m = 1, recta paralela a la bisectriz del 1. cuadrante (inclinacién = 45°)

m = —1, recta paralela a la bisectriz del 4° cuadrante (inclinacion = —45°)

POSICION RELATIVA DE 2 RECTAS:

Dadas dqs rectas: Ax +By + C=0,; Ax +By+C =0

c L0
A 5 1 coincidentes
_ paralelas: V//IVem=me —=—

/
AL =Bt \

C Ll
- o no coincidentes
A B

se cortan en un punto: m # m’ & R

PRODUCTO ESCALAR, NORMA Y ANGULOS DE VECTORES:

Producto escalar de V y T es el numero:

=it +V:l;
Norma o médulo de V es el numero: ||V = +VVi+vi=+JV .V

Vectores ortogonales: si su producto escalar es cero.

v o
Vector unitario: Si su norma es 1. (‘\v"_ es umrano).
vl
Base ortogonal:  si los vectores de la base son orfogonales

Base ortonormal: si los vectores de la base son ortogonales y unitarios

Angulo de 2 vectores: cos (V.1) = TRl o V-T=|V|-|[T] - cos (D
Va
Argumento de un vector: es el angulo « tal que cos « = =T ;o sen a = 1Kl
Proyeccién ortagonal de vV sobre T.  p, = || V|| - cos (V.1)
DISTANCIAS. ANGULOS Y PERPENDICULARIDAD DE RECTAS:
Distancia: a) entre dos puntos d(A.B) = ||AB || = V(b —a)? + (b; — a))’
| Ap; + Bp: + C|
P =—
b) entre punto y recta d(P.r) AT
c) entre dos rectas no paralelas d(r.r') =0
paralelas d(r.r) = d(P.¥): Pér
Angulo de dos rectas: r) Ax +By+C=0 y &) Ax+By +C =0
cos ANEBE t o ( ' pendientes)
o= a=—— (m m ndien
VAT {B?. VAT + BT 9 1+ m-m P
Rectas perpendiculares:
AAN+BB =0 & m-m=—-1e v.-V=0

Recta perpendicular por un punto: BXx~p)—A-(y—p,) =0



Funciones reales

Definicién: es una aplicacién f: A — B. donde A.B — R.

Dominio: conjunto A Recorrido: conjunto de imagenes, f(A)
Operaciones: (f + g)(x) =f(x) +glx): (f-g)(x) =f(x) +g(x)
f f
(—)(X) = ﬂ H (gouf)(x) = g[f(x)] (f compuesta con g)
g g(x)

Funcion reciproca: si f: A — B es biyectiva, se define la reciproca
f':8 > A como f'(b)=aw fla)=b
Propiedad: (fof™') = (fof) =1 (I(x) = x, funcién identidad)

LIMITE: lim f(x) = Lsi para todo ¢ = 0. existe un & > 0, de manera que si

0<|x-—-al<8 entonces [f(x)—L|<e

Limites finitos y operaciones: si lim f(x) =1 y lim g(x) = m, se cumple:
lim (k- f(x)) =k-I lim (f(x) - g{x)) =1-m
lim (F(x) +g()) =1 +m lim (f(")):'— (si m = 0)
s s \g(x) m

Limites infinitos y operaciones:

e e b (b e, (e i ’; oL
k
(—e) + (~o) = —= (o) + (Foo) = —o0 —=0
s (e k«(+w) =% [k%0) _k"":im
. 0 o
Indeterminaciones: (+ o) — (+o); 0- o ; E; =

Limites cuando x —» oo:

a, )
— St n=m
lim a, X"+ ... + @ bo"‘ si nem
i — =
o b x4+ b
w si n>m
Propiedades del limite:
a) El limite, si existe es unico.
b) lim f(x) =L o lim f(x) =L = lim f(x)
x-ss i P

FUNCION CONTINUA: f(x) continua en a, si lim f(x) = f(a).
Continuidad y operaciones:
f
Si f y g son continuas en a. también lo son: k- f; f+g: t-qg: E (si gla) = 0).

Si f es continua en a, y g es continua en f(a), entonces (gof) es continua en a.

Tipos de discontinuidad:
a) evitable: cuando Iirp f(x) = L. pero f(a) = L o f(a) no definido.
b) de salto: existen limites laterales finitos pero son distintos.
c) asintética: si lim f(x) = x e

CRECIMIENYO / DECRECIMIENTO:

f(x) es creciente en a, si en un entorno de a, se cumple:

x<a= f(x) <fla) f(x) —f(a)

0
x>a = f(x) > f(a) X —a
f(x) es decreciente en a, si en un entorno de a, cumple
x <a= f(x} > f(a) f(x) — f(a) <0
x >a = f(x) <f(a) X —a




Funciones circulares (figs 1 a 9)

Definicion|Recorrido | Periodo |Discontinuid]
sen (x) b [—1, +1] 2z —
cos (x) a [—1, +1] 2 —
b
tg (x) b/a R ] T + kn
Propiedad fundamental: sen’ x + cos’ x = 1,
T w
Relaciones: | complementarios || sen (? = x) = COS X ; cos (7 - x) = sen X
suplementarios || sen (= — x) = sen x: cos {x —x) = —cos x
difieren en = sen (= + x) = —sen x: cos (w + xj = —cos x
= T
difieren en w/2 sen(? = x) = C08 X; cos (? + x) = —sen x |
opuestos sen (—x) = —sen X, cos (—x) = cos x
Conversidn de angulos: 180° = = radianes
. grados X w radianes X 180
radianes = ——————; grados = ———
180 =
Valores trigonométricos usuales:
grados | 0 | 30 | 45 | 60 | 90 {120 | 135 | 150 | 180 | 210 | 225 | 240 | 270 | 300 | 315 | 330
gianes| 0 | = | Z | Z | = |2 |3 | 5= 7% | 5% | 4% | 3n | 5% [ 7 [11=
T G ol Bl B B B R S B 355 || B
P! [ I e v 78R S B 8 Eoiet =i R e e 4 e
2| o el 2 2 2 2 2 2 2
ar |EZ L L2 =B 2B 2=, A [ 2B
A2 ok s 25|l 2 2 2 2 K
it /3 e
tg oﬁ|\/§—w/§~|—‘[30‘31.&——./':74—‘/5
3 3 3 3
FUNCIONES RECIPROCAS:
T b
Arco seno: [—1t.1) —>[—7, T:l : DEF. arcsen{2) =b < senb=a
Arco coseno: [—1.1) - = ;0. x] . DEF. arccos {a) =b ¢ cosb =2
ks ™
Arco tangente: R —>—|~ EL 7[ ; DEF. arctg (a) =b o tg b=a
FUNCIONES INVERSAS:
1 1
cosec (x) = ——— sec {x) = ——: cotg (x}) = ——
sen x CcOoSs X tg x
FORMULAS TRIGONOMETRICAS:
Adicion: sen (@ = ) = sena -cosf + cosa - senf; Tt ) tgo = tgf
cos (o +=fB) =cosa-cosf ¥ sena-senf; g e 3 1Ftga-tgfh

Angulo doble: sen2a = 2 - sen o - cOS a d o 1 —cosa
% Angulo mitad: sen— = £y —F——
cos 20 = cos* o — sen’ o 2 2

2tge o 1+ cosa
tg20 = ———— cos—:i‘}—,—
) 1—tg'a 2 2

“iﬁ.cosaiﬁ

Transformaciones: sena + senfl = 2 - sen

a+ 6

coso +cosf =2 cos

coso — cosfB = —2 - sen

sen (a = 8)

tga g fics cos o+ cos B




Funciones exponenciales y logaritmicas

Exponenciales (fig. 10)

R = R  exp(x) =a
si a>1
si 0<ax
exp.(0) =2 =1

exp.(x + x') = exp.(x) - exp,(x)
exp,(x — x'} = exp.(x) : exp.(x]

exp.(kx) = [exp.(x)]*

En ambos casos la base es

aER"; a1
Sia=10 expia(x) = 10
Sia=e¢e exp.(x) = e

FUNCIONES HIPERBOLICAS
Seno hiperbélico:

e
Shx = -t (fig. 13)
2
Coseno hiperbélico:
g 248 (fig. 14)
2
Tangente hiperbdlica:
e —e™
Thx = ——— fig. 15
e +e* (fig. 15)
Caracterizacion x = Cht
I} N
y = Sht

Logaritmicas (fig. 11)
R" = R: log.(x) =b & 8" =x

crecientes
decrecientes
log.(1} =0

10g.(x - x') = log.{x) + log.(x")

Iog;(%) = log.(x] — log.(x")

log. (x*) = k + log,(x)

Cambio de base:

1
log.(x) = o @ logs (x)
L. Decimal:  logw(x) = log(x)
L. Neperiano:  log.(x) = In(x)

Argumento Shx

Arg Shx = Ln (x + VX' + 1)
Argumento Chx:

Arg Chx = Ln (x + vx' — 1)

Argumento Thx:

1+ x
T =%

1
Arg Thx = —Li
rg 2 n

son las ecuaciones paramétricas dc la hipérbola

Funcién derivada:

Ecuacion recta tangente a una curva:

y — fla) = f(a) - (x — a)

f = li
) = lim b

f(x + h) — f(x)

Ecuacion recta normal:

y—f(a)=i, ! c(x —a)

(a)
Reglas de derivacian:
(f-gV=Ft+¢ (k- f) =k f (t-gV=F.g+f.g
[ g 1
(Hrgr=-"2"1"9 fgon) = (goh) - ¥ -y =
7 fof
Derivada logaritmica: f'(x) = f(x) « [In f(x)]
TABLA DE DERIVADAS:
f(x) = u" f(x) =n-u'-u f(x) = cos u f(x) = —sen u - U’
f(x) =k ) =0 flx) =tg u f(x) = _12_.(,/
cos’ u
) 1 , —1
f(x) = Vu ) = 7 u f(x) = cot u f(x) = m.u'
o , 1 i
= 0 e ) = 1 LIEd f(x) = arc sen u f(x) = ="
n. ot b
f(x) = arc cos B P s AL
fx) = a PO R Rl g
f(x) = e* f(x) =e f(x) = arc tg u filx) = w;u’ u
1 -
f{x) =1Inu %) =—.u f(x) = arc cot u f(x) = —1— Lu
u 1+ u?
SRR
f(x) =log.u ; f(x) = —1-u’ Hali=rsecu e costu U
u-lna
—~Cos u
= i =
f(x) =senu; f(x) =cosu-u i =icosec ) T




Teorema del V. Medio: f'lc) = f(bh;_—fﬁ paraa<c<b
—a

0 )

Regla de L'Hopital: lim m —
e glx) e g'(x)

Formula de Taylor: (para a = 0, Férmula de Mc Laurin)

O N O

f(x) = fla) + f'{a) - (x —2a) + 20 . =i

(x —2a)" + Ryu (x)

Desarrollos de algunas funciones elementales:

© X ot
sen X =X — —+ —+ ...+ (=) — &
3! 5! ( ) (2n + 1)1
cos X = XX ( 1)"—)(’” +
= §+H+'"+ — et
e‘7|+x+x26 Lo
BT TR
SO T P SR A G O
o xvx-—2+? TE
& xan+!
arc tg x = x — — + — + ... + (—=1)"
rc tg x = x 3 + 5 + (—1) o T +

Estudio de funciones

Simetrias:  funcion par: f{—x) = f(x). simetria respecto eje QY

funcion impar: f(—x) = —f(x). simetria respecto origen.

Crecimiento y extremos relativos:

Caso simple Caso general
f'(a) >0 Crece /' A f¥(a) > 0| Crece /
Si f(a) = 0 |impar
f'(a) <0 Decrece N y todas las 5 f"(a) < 0| Decrece
derivadas
t’(a) < 0| Maximo anteriores f”(a) < 0| Méaximo
f(a) = 0 son cero n
i . par !
f’(a) > 0| Minimo f~(a) > 0| Minimo

Concavidad e Inflexién:

Caso simple Caso general
f’(a) > 0 Coéncava U : f*'(a) > 0| Céncava U
Si f”(a) # 0 par
f(a) <0 Convexa N y para f'(a) < 0| Convexa N
1<k<n
7 L " ol es f¥(a) =0 n oy f
f(a) =0 | F”(a) = 0 | Inflexion itinar f(a) s 0 | Inflexién
Asintotas:
vertical X =a cuando lim f(x) =
horizontal 'y =b cuando lim f(x) =b

=

f :
oblicua y=mx+b cuando lim % =m; L'f" (f(x) = mx) =b



solucion de triangulos

TRIANGULOS RECTANGULOS: A=90°; B+0C

= 90°

b ARG

sen B=—: senC=—

a a

Razones A c ” b

trigonométricas: | cos B=—; cos C = —

a a

b A C

tg B=—: 1 = —

8 a o] g c 9.0 b

Tearema de Pitagoras: Teorema de la altura: Teorema del cateto:
a?=b? + ¢ h*=m.n ¢=a-m: b'=a-n

AA A
TRIANGULOS CUALESQUIERA: A+ B+ C=180°

B b c

a
Teorema de los senos: —— = =
sen A senB senC

Teorema del coseno: |a? =b? + ¢* — 2bc - cos A

b? = a’ + ¢ — 2ac - cos B
* = a4+ b?— 2ab . cos C

%= L2 cZiobe o A

1
S=?b‘a<senc

a+b+ec

S=JVp:(p—a):(p—Db):(p—c) siendo  p = 5

Mediana: recta que une un vértice con el punto medio del lado opuesto.
Baricentro: punto de interseccién de las 3 medianas de un triangulo.

Altura: recta que pasa por un vértice y es perpendicular al lado opuesto.
Ortocentro: punto de interseccién de las 3 alturas de un tridngulo.

Mediatriz: recta perpendicular a un lado y que pasa por su punto medio.
Circuncentro: punto de interseccion de las 3 mediatrices de un triangulo.
Es el centro de la circunferencia circunscrita.

Bisectriz: recta que pasa por un vértice y divide el angulo en dos partes iguales.
Sus puntos equidistan de los 2 lados.

Incentro: punto de interseccion de las 3 bisectrices interiores de un tridngulo.
Es el centro de la circunferencia inscrita.

Otras relaciones:

a=b-cos C+c-cosB
a+b sen A+ senB

a—b sen A—senB’

b=a-cos C+c:-cos A

o
Il

a-cos B +b-cos A

Numeros complejos

Forma binémica: Z=a+bi: con ab€R i=V -1
operaciones: | (a + bi) + (¢ + di} = (a +¢) + (b + d)i
(a + bi) - (¢ + di) = (ac — bd) + (ad + be)i
a+bi;a+bi ¢ —di ac + bd bc — ad

c+di c+di c—di c+d ard

conjugado: Z=a—bi
Potencias: joren = 1, e =i jra0 — 1 ; B =
Forma polar: Z=r, con mddulo: r=Jal + b?

cos a = a/r
argumento: o + 2kn  tal que

sen a = b/r
Zz
operaciones: | Z+Z' = (r« M i (L,)
t' Jana
2= (Mo VZ = (VD
T een w00 el
Forma trigonométrica: Z=r-(cos a+isen a)

Férmula de De Moivre {cos « + i sen a)" = cos na + i sen na



Sistemas de coordenadas

Plano:
P(x.y) Plral
il
Y | r
X
! o
| |
cartesianas polares
‘x:r~cosa \r=¢x7+y7
|y=r-sena o = arctgy/x
Espacio:
P(r,0.
w Plxy.2) xPlro2) (r,8.¢)
! 0

I
!
3
I
1
T
'

L - X X
(1) cartesianas (2} cilindricas (3} esfericas
Cambio de coordenadas:
(1) & (2) M o )
T T =
X=r:cos9 | r=a@+y x=r-senb-coso | r= Xty +2
I . | 7+ y’
y=r-seng | @ =arctgy/x y=r-senl.seng | 0=arctg
1
2=1z i A z=r.cosb :q;:arctgy/x

icas (figs. 16 a 18)

Circunferencia: lugar geométrico de los puntos del plano cuya distancia a un punto
fijo. llamado centro. es constante.

(x —a)" + {y — b)?

? centro (a. b): radio r

2 2 —m —n . m? n?
X'+ y'+mx+ny+p=20 centro - ; radio T+——p

Elipse: lugar geométrico de los puntos del plano cuya suma de distancias a dos pun-
tos fijos, llamados focos, es constante.

2 2 a = semieje mayor
X y "
=+ T 1 con b = semieje menor
@ ¢ = semidistancia focal
c - 5
e = & excentricidad (e < 1): b’ =a’ — ¢’

Hipérbola: lugar geométrico de los puntos del plano cuya diferencia de distancias a
dos puntos fijos, llamados focos, es constante.

XZ y)
=5 =1 con ¢ = semidistancia focal
a b?
c Fn) 2 ? 7
e = — excentricidad (e > 1) b?=c"—a
a

Parabola: lugar geométrico de los puntos del plano que equidistan de un punto fijo.
llamado foco. y de una recta fija, llamada directriz.

y? = 2px con p = distancia foco a directriz
Ecuacién focal de las cdnicas:
e <1 elipse con e =c/a
r= S para | e =1 parabola p =b’/a
t+e-cosa e > 1 hipérbola
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PARAMETROS ESTADISTICOS:

. . f. : _  Ix,-f
Frecuencis relativa = N Media = X = N
T(x —X)?-f
Moda = el dato de mayor frecuencia Varianza = o = (—N—]———
Desviacion tipica = o con f, = frecuencia absoluta de x,
x, = datoi

N = total de observaciones

DISTRIBUCIONES BIDIMENSIONALES:

Zx —X) -y —y) _ 1

Covari v = —EX, - Y. —X-Yy
varianza Ox N N Y Yy
Coeficiente de correlacion lineal: P 2
ax Ty
=0 correlacion nula
interpretacion de r r>0 correlacion directa
r<0 correlacion inversa
r = =1 dependencia funcional
Regresion lineal:
- C _
recta de regresion de Y sobre X: :: (x —X)
x
) — oxv -
recta de regresion de X sobre Y: X=X=—=(y—Y)
Ty
VARIABLE ALEATORIA:
Es cualquier aplicacion de Q en R: X:Q0—>R
V.a. discreta: cuando X(Q) es finito. V.a. continua: cuando X(Q) = [a,b].
Variable aleatoria discreta:
funcién de probabilidad: p(x) =PiX'(x){ para cada x, € X(Q)
tuncion de distribucion: F(x) = Zp(x‘)
ot
esperanza matematica. u=ENX) = Zx‘ L pl(x)
el
varianza: o = Z (% —w)?-plx) :Zx.’ Sp(x) — o
ha i
desviacion tipica: aw
Distribucién binomial: B (n, p)
n =,
p(xJ:(x).p'.q"” i p=EX)=n.p g=vn:.p-q

n = numero de repeticiones; p = prob. éxito; g =1 — p = prob. fracaso

Variable aleatoria continua:

funcion de distribucion: F(x) = P(X < x) = PIX""([a, x])}
funcién de densidad: f(x) = F'(x)
d
por tanto Plc < x £d) =F(d) —Flc) :J’ f(t) dt
b
esperanza matematica: w=EX) = f x - f(x) - dx
v
varianza: ot = J (x —w)? f(x) - dx

Distribucion normal: N (g, o)

1 r
normal tipificada: N(0,1) fx) = —e 2 (fig. 12)
Vvern
o L
FX)i=PX € x) = f e "2dt
vanJ |
K=t

tipificacion de una v.a. normal: Z =




Integracion

Primitiva: F(x) es una primitiva de f(x). si: F(x) = f(x).
Si F(x) es una primitiva, también lo es  G(x) = F(x) + k.

El conjunto de primitives de f(x} se indica por ‘)ff(x) dx = F(x) +k
Fropiadades:f[i(x) + g(x)]dx =J’f(x] dx + jg(x) dx

fk-f[x]dx:k-ff{x]dx

TABLA DE INTEGRALES: siendo u = f(x)

fu’~dx:u+C J‘ z -u’-dx:tgu+C
cos
J—k-u'~dx:ku+C f ~— . u'-dx = —cotu+C
sen’ u
nel
fu"~u’-dx= = FER G f -u'-dx:arctgu%—C
n+1 14+
flAu'-dlenui»C f—;—.« u' - dx =arc sen u+ C
u v
u
fe"~u’~dx:e“+c j . d<«=In|tg— |+ C
sen u 2
g W s
fa"-u’-dx:a—+c J dx =In tg(—+——)‘+C
In a cos u 2 4
1 a
fsenu-u'~dx:-cosu+c f, . dx ==—In £y +C
al—u? 2a a—u
fcosu-u’~dx:senu+c ftgu-u’-dx:-—lnlcosulvi-c
METODOS DE INTEGRACION:
1) Cambio de variable: ff(x)dx:ff(gln)Ag‘((]dt con x =glt)

2) integracién por partes: J f(x) < g'(x) ~dx = f(x) - g{x) — j{’[x) = g(x) - dx

P(x)

3) Integracion de funciones racionales:
Qx)

dx

p
3.a) si grade P = grado Q: 0(:)] dx —f C(x) dx +

R(x)

aoy y ver 3.b)

p
3b) si grade P < grado O: descomponer ) en fracciones simples,

. b
€3508 Mas comunes: J’—x—dx =b-ln{x—a|+C
—a

e
f b__gx=p. X8 +c
(x —a)" —n+ 1

Mx + N M1n|ax1+bx+c]+ 2aN — bM arct 2ax + b
e EE D gy = — )l L il
ax? + bx + ¢ 2a a- vAdac — b? 9 Vaac — &

+ C

4) Integracién de funciones racionales trigonométricas:
) 3
con el cambio tg 2 -t = x = 2arctg t

2dt 2t 1 -t
dx = —— : sen X = — — : cos x =
14t 14t 1+t

y queda una funcidn racional de variable t.

INTEGRAL DEFINIDA:

b
j f(x) dx = drea comprendida entre y = f(x): eje OX: x=2: x=b

Regla de Barrow:

o
f f(x) dx = F(b) — F(a), con F(x) primitiva de f(x).

Propiedadas:

b b s s
jf:ff+ff con a<c<h; jf:—fi
. . . s o
b b N » "
[tea=[re [ (o= [
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Cambio de variable:

.
ff[x]dx:jf[q[l))'g'(t]~dt con o«

g '(a); 8=g7'(b)
Area comprendida entre: y=1f(x); y=9g(x): x=a; x=b
b
A :j lglx) — f{x) | dx

Volumen de revalucién: Longitud de un arco de curva:

v Jyd L =f/T'+"[i"(xTP dx

Espacios vectoriales

SUBESPACIO VECTORIAL: Sea E un esp. vector y V < E. Diremos que V es un subesp.
vect. de E si.

(a0 + Bt) €V, para Va.BER; T.IEV.

independencia lineal: {Vi, v,, ..., V. } son linealmente independientes [(i.i.} si:
MU+ MV + V=0 h=l=..=k=0
Generadores: {¥Vi, Vy, ..., V. | son generadores de V, si V VEV es
Vi + @ Vo + ...+ 0.Ve. (V&5 combinacion lineal de Vi, ....V.)
Base: |V, Vo, ... V.| son una base de V si son l.i. y generadores.
En este caso (ai, .... a.) son las componentes de v en esta base.

Dimension de un subespacio:  es el numero de vectores de una base.

Base candnica de A% & = (1,0, ....0); &= (0.1.0,....,0); ... €& =(0,...0,1)

APLICACIONES LINEALES: f:E — F; E. F esp. vector.
f lineal si flal + Bt) = af (@) + Bf (D)
Nucleo: Ker f = {VEE/f(V) =01
Imagen: Im f=f(E) =V EF/IVEE con f(V) =V !
Rango: es la dimensién de Im f.
Propiedad: dim (Im f) 4- dim . (Ker f} = dim (E)

Matrices y determ es

Matriz: cuadro de nimeros ordenados por filas y columnas.

A = matriz A, de n filas y m columnas.
a, = elemento de A.. que ocupa la fila i. columna |.

Suma: A +B.,= C.. con ¢,= a, +b,

Producto: A..-B.. = C., con C.= Z a, - by
=

. Matriz de una aplicacién lineal: ta que tiene por columna i, las componentes
del vector (&),

Determinante de una matriz cuadrada:

orden 2: an  an
‘ = anan — 8nan
an an
orden 3: an  ap as
= anazas + anasan + azanan —
(Regla de an Az an
Sarrus) ~— @n8; 8 — 8n Az ap — auandy
an ey au
o
general: det A:Zﬁw(—l]“‘A‘,
B}

con A, = determinante de la matriz que resulta de suprimir la fila i y la columna j.
((—=1)*1 A, se llama adjunto de a,]

Menores de arden p de una matriz: son los determinantes de las matrices cuadradas
que se obtienen al suprimir (n — p) filas y (m — p) columnas.

Matriz traspuesta, A™: {a que se obtiene al cambiar filas por columnas.

Matriz ad|unta, A*: la que se obtiene sustituyendo cada elemento por su adjunto.
Matriz identidad, I: si i=]
si [
1
Matriz inversa: Al=——— (A0 cumple A A"=A"'.A=1]
det A

Rango de una matriz: es el orden del mayor «menor» no nulo. Coincide con el maximo
numero de vectores columna linealmente independientes.
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Sistemas de ecuaciones lineales

31 Xi+ i Xg t o 4 A X = by
@ X1+ 8n Xe + ...+ 3z Xo = by

sistema de m ecuaciones
con n incégnitas

3 Xi + 8z Xo o 8o X = b

Matricialmente: A -X =8 i
con A= (a): X=(x): B=(b)

j

i
3

Matriz ampliada: A = (A : B)
Sistema homogéneo: b, =0 paratode i=1, ... m

CLASIFICACION DE SISTEMAS:

Determinado: solucién dnica
Compatible: con soluci6n<

Incompatible: sin solucién

Indeterminado: infinitas soluciones

Teorema de Rouché-Frobenius:

< r = n = Determinado
<rang i e Compatible<r < n = Indeterminado con
rang A = rang A = Incompatible (n —r) grados de libertad

Sistema de Cramer: sistema con n ecuaciones. n incégnitas y rango n.
Regla de Cramer:

det (&, ..., Fo, b, Evy o B
det A

Geometria del espa

Producto escalar:

T-V=uvi+uvetuv o bien U-V=|[Uf [ V] cos (G.V)
con o]l = Vuld + u + ug

Producto vectorial:

TX V= (UaVs— UsVa, UsVi — Uy Vy, Uy Vo — Up Vi)

B i 7k con 1] k vectores
o bien UXV= U Uz Up de fa base canénica.
Vi V2 Vi
propiedades: a) Uz V_gs perpendicular a 'u'} av
b) [[UX V]| =T [|[V] sen (U.¥)
Producto mixto:
Uy Uz U
@XV) = |vi vi v
Wy Lz (39
. Uy Uz U3
Cosenos directores: COS ) = =1 oS ¢z = — 7 COS @3 = ~—
ol [l Il

con cos? @, + cos® ¢, + cos? gz =1

ECUACIONES DE UNA RECTA:

1.— Vectorial: (x,y.2) = (a,b,c) + h(uy, uz, us)
2.— Paramétricas: X =a+ i

y=b+lu,

Z =c ik

p X —a y—=b z-—e¢
3. — Continua: e ke
u uz uy

4.— Como interseccién de dos planos: {A| x+By+Cz+D =0
Asx+ By +Coz+ D=0

donde (A1, B, C1) % (A5, B Ca) = (uy, ug us)

ECUACIONES DE UN PLANO:

1.— Vectorial: (x.y, x) = (a, b, c) + h(u, uz, w) + 1+ (v, V2, Vi)
2. — Paramétricas: X =a+ hy + pwv
y=b+ I+ pv;
zZ==C+ Mz + pva
3. — Implicita: o= gdieth - Wy
y—b w w =0 & Ax+By+Cz+D=0
zZ—C U Vi con (A,B,C) perpendicular
aldyavw
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PERPENDICULARIDAD Y PARALELISMO:

Paralelos

Perpendiculares

Recta - recta

Uy U; U

Vi V2 Vi

WV + UzVz + Usvs =0

Recta - plano

Au; + Buz + Cus =0

B
S

gl>

C
(15}

Plano - plano

A B

A B

G,
C:

A A; +BiB;+CC,=0

ANGULOS:
Recta - recta Plano - plano Recta - plano
s u-v s-t ] i-s
= COS @ = ————— en o=———
[fa vl I [Tl [EIRIEL
con U,V vectores directores de dos rectas
S, T vectores asociados a dos planos

POSICIONES RELATIVAS:

S
Dos rectas Rectas dadas:
como interseccion
de 2 planos en forma vectorial
Se cortan rang M = rang M = 3 det (U, U, w) = 0 con
U, U’ no paralelos
Se cruzan rang M » rang M det (4.0, @) » 0
Paralelas rang M = 2 » rang M = U, U paralelos
Coincidentes rang M =rang M = 2 U, 0 y & paralelos

con M = matriz

M = matriz

4x3

4 X 4 (M ampliada)

W= (ab.c) - (2.b.¢c)

Recta y plano Plano en forma implicita y recta dada:
como interseccion
de 2 planos en forma vectorial
Se cortan rang M = rang M = 3 Au +Buz+ Cus ## 0
— Au +Bu;+ Cuz =0
Paralelos rang M » rang M Aa lJr Bb ,; Ce Jr]D = 4
Recta contenida — Au +Bu+Cus=0 y
en el plano rang M = rang M = 2 Aa+Bb+Cc+D=0
M = matriz 3 X 3 M = matriz ampliada 3 X 4
Dos planos Planos en forma implicita
por matrices por vectores
Se cortan segun z L A B A S B g
Mhatrecra rang M = rang M = 2 F;ﬂgow;tc,o?#c,
A B C D
Paralelos rang M = rang M N = o
; = ATENBN G ED
Coincidentes M =rang M =1 —=—=—=—
incidente rang rang W Bl oD
M = matriz 2 X 3 M = matriz ampliada 2 x 4
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DISTANCIAS:

Punto a punto: 4(P.P) =V (a-a)?+ (b— +(c—c')?
—
PA P = (ab,c)
Punto a recta: d(P.r) HurAH I
u
‘ N A+
o @ xay - AN
Recta a recta d(r, ) :_W n Ax+By+Cz+D=0
B D
Punto a plano: d(P,®) = ———‘ Aa +Bb + ch—. |

JA LB

Recta a plano y plano a plano, usar férmula anterior.

AREAS Y VOLUMENES:

Xy Yi
Area trigngulo plano: S = 5 X2 Y2

X3 ys

) 1 —> —
Area triangulo en el espacio: S = 7“ PiP; x Py Ps|
1 - — -
Volumen tetraedro: V= K{ (PyP2 X P\ Py) - Py Py
Haces:
X —a —-b z—¢
Haz de rectas: =2 = (a, b, c) pto. fijo
huy Uz uy

Haz de planos:

Movimiento:

Homotecias:

Semejanzas:

Mo

ecuacion general

ecuacion general

ecuacion general
con

MAx + By + Cz 4+ D) + X (A'x + By + C'z+ D) =0

ientos y semejanzas en el espacio

Tom AT+ T
A matriz ortogonal (A AT =)

=kr; k= razén

V=Ar 4+t
A = kB y B matriz ortogonal

(composicién de un movimiento y una homotecia).

ECUACIONES DE MOVIMIENTOS EN EL ESPACIO:

1)

3)

5)

7)

Trasiacion; vector t.

X 1.0 0 it
vl =101 o)y} + [t
z 0 0 1 t

Simetria axial; el eje es una recta del
plano XY, por el origen y con un angu-
lo « respecto al eje X,

X cos2a  sen2a 0 X
y'| = |sen2a —cos2a 0 y
7 0 0 —i z

Simetria central; centro origen.

X -1 0 0 X
y' | = 0 —1 0 y
z 0 0 —1 z

Simetria rotatoria; plano XY, giro an-
gulo a y eje Z.

X cosa —sena 0 X
y'|=|sena cosa 0 y
Z 0 0 —1 z

2) Giro; angulo « y eje Z.

b3 cosa —sena 0 X
y| = |sena cosa 0 y
2 0 0 1 z

4)  Movimiento helicoidal; angulo «,
eje Z y traslacién (0, 0, t).

X coso —sena 0 X
sena cosa 0 y|+|o

2 0 0o 1 z 2

6) Simetria especular; plano que con-
tiene al eje Z, angulo a respecto

eje X.
X' cos20  sen2a 0 X
vy | = lsen2a —cos2a 0 y
4 0 0 1 z

8) Simetria con deslizamiento;
plano XY, traslacién vector (ti, ts, 0).

x' t 0 0 X 4
yl=10 1 o yl + |t
g 0 0 —1 z 0



y =sen x}Y t]y=cosx TY 2| y=tgx 4y 3
— H
w/2
— = x =/2 X X
y = arc sen x 4y 4|y =arc cos x 4y 5| y=arctgx .y 6
—~ B02
—’X TI/Z
B X
e
y = cosec x HU 7|y =secx y 8|y =cotg x, y 9
! x Kjﬁ/Z ‘kx —z! \ x
% =¥ "ly=e- y 12
1
X
1
X
X
e
/
—
Elipse Hipérbola
NOTAS
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dricas (Ecuacion reducida)

1 3 g 4 5
7 8 i 12 14
XZ y7 ZZ
a—’+§+—c_’_ 1=0 Elipsoide
X2 y? 7
= + v +1t=0 Eiipsoide imaginario
x2 yz 2
7 + T 1=0 Hiperboloide de una hoja
X2 yz 7 .
7 + T +1=0 Hiperboloide de dos hojas
X2 YQ z2
g + rEs 0 Cono de segundo orden
Cono de segundo orden imaginario
XZ y2
o + s 202 =10 Paraboloide eliptico
X1 y:'
T 2cz =0 Paraboloide hiperbélico
x? y?
= + o 1=0 Cilindro eliptico
X2 yZ
o + o +1=0 Cilindro eliptico imaginario
x2 y}
7 + < o Par de planos imaginarios que se cortan
2y ; ; )
T 1=0 Cilindro hiperbdlico
XZ yZ
=~ 0 Par de planos que se cortan
y? —2px =0 Cilindro parabalico
X —at=10 Par de planos paralelos
X"+ al=0 Par de planos paralelos imaginarios
x*=0 Par de planos coincidentes
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Areas y volumenes
Conjuntos de nimeros
Potencias / raices
Ecuacion de 2% grado ..
Funciones potinémicas
Polinomios

Tridngulo de Tartaghia ...

Fdrmula de Newton. Potencia de un binomio .
APHCACIONES .ottt
Estructuras algebraicas
Probabilidad
Progresiones
Aritmética ..

Geometria del plano ....
Vectores del plano
Ecuaciones de una recta .
Posicion relativa de 2 rectas ...
Producto escalar, norma y angulos de vectores...............
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